E Racines n'*™** de 'unité

L. On consideére I'équation (E,) : x* = 1.

a. Trouvera, betctelsque:x®—1 = (x-1)(ax? + bx + ¢).
b. Résoudre dans C I'équation x> + x+ 1 =0.

¢. En déduire les solutions de (E,) et placer les images
. de ces nombres dans le plan complexe.

d. Mettre les trois solutions de (E,) sous forme expo-
nentielle.

2. On considere I'équation (E,) : x* = 1.

a. Factoriser x*-1.

b. Résoudre dans C I'équation (E,) et placer les images
de ces nombres dans le plan complexe.

c. Mettre les quatre solutions de (E,) sous forme expo-
nentielle.

3. Quelles figures géométriques ont été obtenues en
representant les solutions de ces deux équations ?

4. Quelle équation permettrait d’obtenir un octogone
régulier ? Et un heptagone régulier ?

Un nombre complexe x vérifiant x’=1 s'appelle une racine troisiéme de |'unité.

Dans le cas ou x est réel, on conndit bien les solutions de ce genre d'équation x"=1.

x°=1

x'=1 donne x=1

x%?=1 donne x=-1 ou x=1

x*=1 donne x=1

et ainsi de suite suivant la parité de |'exposant n.

1) L'équation dans C, (El) : x°=1 équivaut & x*-1=0.
a) x=1 est racine du polyndme x°—1, donc x*—1 est factorisable par x—1.

x*—1=(x-1)(ax?+bx+c) équivaut & x°—1=ax’+(b—a)x?+(c—b)x—c
qui équivaut a 1=a et O=b—a et O=c—-b et —1=—c.

On obtient donc x*—1=(x—1)(x%+x+1].



b)  Lepolyndme x*+x+1 a pour discriminant A=-3 négatif, donc il admet deux racines
. 1 43, 1 43,

complexes conjuguées x,=—————i et x,=——+——1i.

2 2 2 2

c) Les solution de (51) sontdonc: 1, x, et x,.

d) Formes exponentielles :

xlz—i——?’i donc ‘x1‘2:l+§:1 et ‘xl‘:l
2 2 4 4

Alors si j'appelle ¢ unargument de x,, j'ai cos¢:—% et sinq):—: donc q>:—2?n[2n].

.27 .2n

—j= =

Ainsi x,=re'’=e * etdonc x,=x,=e °

2) (EZ) : x*=1 dans C.
Le polyndme complexe x*—1 admet 1 pour racine, donc il est possible de la factoriser par x—1
En posant la division de x*—1 par x—1 on obtient : x*—1=(x—1)(x3+x%+x+1) .

Il reste a résoudre I'équation x*+x°+x+1=0, équation du troisiéme degré, pour lesquels nous
n'avons pas d'autre méthode que de trouver une racine a, puis de factoriser le polynome par x-a

-1 est une racine évidente, donc on peut factoriser x*+x°+x+1 par x+1 en posant la
division suivant les puissances croissantes, et on obtient : x3+x2+x+1:(x+1)(1+x2)

Donc les solutions de (EZ) sont 1, -1, i et —i

3) On obtient des polygdnes réquliers & n cotés.
4) Pour obtenir un octogone il faut résoudre I'équation z°=1.

Cas général :

. 2km
i

ld

Les n solutions de I'équation x"=1 sont les complexes de la forme z,=e " |,
pour k allant de O a n—1, appelés racines n-iemes de I'unité.

On a alors bien z,"=1.



D Histoire d’angles

On considére un cercle € de centre O et de rayon r.
On rapporte le plan au plan complexe et on le munit
d'un repére orthonormeé (0 ; m 1:].
Le point du cercle € d'affixe r est appelé A
Soit B un point quelcongue du cercle 6 tel que
(OA, OF) = ¢ + 2kn

aveck € Z.
4. Donner une écriture exponentielle de 'affixe du
point B, M Lo N B
b. Soit M un point quelconque du cercle %. On note son
affixe rei”, IRA
Ecrire (MA, ME) en fonction des affixes Zpgr Ty, O Zp des Rt /
points M, A et B. ' T
c. Onnote § une mesure de I'angle (MA, MB). - - ;‘N
Montrer gque ;

. al® e'

1-e™

d. Exprimer e en fonction de e,
i
e S
. Calculer — de deux fagons pour en déduire que :
ot

. w ad
il _ il » e
1-¢" 1 1
eid gl
f. Endéduire que e** = e'¥, puis que :
M=p+2kr

avec ke £,

g. Quel théoréme est démoniré dans cet exercice ?

i(¢+2krc)

a) Le point B a pour affixe z,=re =re'’, et le point A pour affixe z,=r.

a

b) Soit M le point du cercle C d'affixe z,=re'

B z,—z
L'angle (MA,MB) est égale & I'argument du complexe —>—*
z,~z
A M

. Z,—Z
donc (MA,MB):ar‘g S
Z,= 2y

c) Soit 6 une mesure de |'angle (WAIWB)

ZB _ZM i0 N ZB_ZM
Onaalors ———=kxe" ou k est le module du complexe ————,

Z,mZy Z,~Zy

. io_ ZB_ZM . i0__ i0__
ce qui donne e''=Ax——— soit e''=AX —— etdonc e"=AX————
z,-2, r-re l1-e

re’—re'®



o 1 _ 1
d) e"’=—— ouencore z=" pour tout complexe z de module 1.
e z

. _ 1 . ;
En effet,si zz=1 alors z=—, ce qui est le cas des complexes de la forme e'’.

b4
i0
“ . e 2ie
e)  premiere méthode : —=e
e
i} io —i¢ —ia
o\ Vd io e _e —i9 _e
deuxieme méthode : comme e kaﬁ alors e '"=iX T

—e —e

1 1 1 1
id io i ih io io

_ e e e e’—e e
donc e '’'=nx et — = ,
1_ 1 e*l l_elrx 1 B 1
ei(x eiqa io
1
) elq:_eia 1_ ei(x
Finalement on obtient bien e = :
1o
1-e 1 1
i} eiu

e' —e e e' —e' ; ..
i20_ . X = - =...=e'? en finissant correctement le calcul
—e e e
-1 1-
ei¢ ei¢

On obtient donc 26=¢+2kn , ce qui peut se traduire par (57\,5?3):2><(m,l\_/\§)[2n] .

Cette propriété géométrique des arcs de cercles s'énonce ainsi :

L'angle au centre qui intercepte un arc de cercle AB est le double de tout angle inscrit
qui intercepte le méme arc de cercle.



